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一、准则I及第一个重要极限

二、准则II及第二个重要极限

§1.8 极限存在准则 两个重要极限
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例1 .543lim n nnn

n



求

,355435 nn nnn 

，而 535lim 


n

n
.5543lim 



n nnn

n

一、准则I 及第一个重要极限

准则 I [夹逼准则]

如果数列{xn}、{yn}及{zn}满足下列条件
(1)ynxnzn(n1 2 3    )

    (2) aynn



lim  aznn




lim 

那么数列{xn }的极限存在 且 axnn



lim 

解
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如果数列{xn}、{yn}及{zn}满足下列条件
(1)ynxnzn(n1 2 3    )

准则 I [夹逼准则]

准则I [夹逼准则]

如果函数f(x)、g(x)及h(x)满足下列条件
(1) g(x)f(x)h(x)
(2)lim g(x)A lim h(x)A

那么lim f(x)存在 且lim f(x)A

    (2) aynn



lim  aznn




lim 

那么数列{xn }的极限存在 且 axnn



lim 

一、准则I 及第一个重要极限
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例 1

解

求 .1
2

1
1

1lim
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
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 nnnnn
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nnn 





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1

1
1 

nn
n
2 12 


n

n
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11

1limlim
2





 

n
nn

n
nn

又

,1
11

1lim
1

lim
2

2





 

n
n

n
nn

由夹逼准则得

.11
2

1
1

1lim
222















 nnnnn

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例 2

解

求 .!lim nn n
n



由
nnnn
n

n
n

n 



 321!

nnnn
nnn





 21 ,2

2n


易见 .2!0 2nn
n

n  又 .02lim 2  nn

所以

.0!lim 2  n
n

n
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例 3 求极限 .coslim
0

x
x

解 因为

,2222sin2cos10
22

2 xxxx 






故由准则 I,

,0)cos1(lim
0




x
x

故

.1coslim
0




x
x

得
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第一个重要极限

显然 BC AB AD

(

因此 sin x x  tan x 

D
B

1

O C A
x

1sinlim
0


 x

x
x



简要证明 参看附图设圆心角AOBx (
2

0  x )

从而 1sincos 
x

xx  (此不等式当 x0 时也成立) 

因为 1coslim
0




x
x



根据准则 I 1sinlim
0


 x

x
x


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注:

这是因为令u(x) 则u0 于是

)(
)(sinlim

x
x


 1sinlim

0


 u
u

u


第一个重要极限

1sinlim
0


 x

x
x



(1) 一个重要不等式

.tansin,
2

0 xxxx  时当


(2) 推广形式

].0)([1
)(

)(sinlim  x
x

x 


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20

cos1lim
x

x
x




1sinlim
0


 x

x
x

 1
)(

)(sinlim 
x

x

 ((x)0)

例4 求 x
x

x

tanlim
0



x
x

x

tanlim
0

解
xx

x
x cos

1sinlim
0


 cos

1limsinlim
00


 xx

x
xx

1 

解

例5 求 20

cos1lim
x

x
x






2

2sin
lim

2
1 2

0 









 x

x

x 2
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2
1 2  


2

2

0
2

sin2
lim

x

x

x 2

2

0 )
2

(
2

sin
lim

2
1

x

x

x

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注:
如果xnxn1 nN就称数列{xn}是单调增加的
如果xnxn1 nN就称数列{xn}是单调减少的
单调增加和单调减少数列统称为单调数列

准则II
单调有界数列必有极限

提问:

收敛的数列是否一定有界？
有界的数列是否一定收敛？

二、准则II及第二个重要极限



上页 下页 铃结束返回首页11

M

二、准则II及第二个重要极限

准则II
单调有界数列必有极限

•准则II的几何解释

x1 x5x4x3x2 xn

A

以单调增加数列为例 数列的点只可能向右一个方向移
动 或者无限向右移动 或者无限趋近于某一定点A 而对有界
数列只可能后者情况发生
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例6

分析 .lim Axnn



设

.3523 01 Axx 

,231 nn xx 由 求出得 ,23 AA  .3A

.23,1 10 nn xxx  已知 .lim 存在试证 nn
x



证明思路 .lim Axnn



设

,,)2( 21 Axx 若 .,}{ Axn 且有上界单调增加往证数列

.)1( A利用已知递推公式求出

.,}{ Axn 且有下界单调减少往证数列,,)3( 21 Axx 若
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例6

证明 ,3523 01  xx 于是假设 ,3nx

.3}{ 有上界由归纳原理证得 nx

,363231  nn xx

,32231 nnnnnn xxxxxx 

.3,}{ 且有上界单调增加因此数列 nx .lim 存在所以 nn
x



.lim 存在试证 nn
x


.23,1 10 nn xxx  已知

证明思路 .lim Axnn



设

,,)2( 21 Axx 若 .,}{ Axn 且有上界单调增加往证数列

.)1( A利用已知递推公式求出

.,}{ Axn 且有下界单调减少往证数列,,)3( 21 Axx 若
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根据准则II 数列{xn}必有极限此极限用e来表示即

第二个重要极限

e是个无理数 它的值是
e2 718281828459045   

e
n

n
n




)11(lim 

准则II
单调有界数列必有极限

可以证明 (2)xn3(1)xnxn1 nN    设 n
n n

x )11(  

二、准则II及第二个重要极限
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第二个重要极限

准则II
单调有界数列必有极限

e
x

x
x




)11(lim 

我们还可以证明

这就是第二个重要极限

根据准则II 数列{xn}必有极限此极限用e来表示即

e
n

n
n




)11(lim 

可以证明 (2)xn3(1)xnxn1 nN    设 n
n n

x )11(  

二、准则II及第二个重要极限
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第二个重要极限

准则II
单调有界数列必有极限

注:

    在极限 )(
1

)](1lim[ xx  中 只要(x)是无穷小 就有 

ex x  )(
1

)](1lim[  

二、准则II及第二个重要极限

e
x

x
x




)11(lim 
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解

e
x

x
x




)11(lim  ex x  )(
1

)](1lim[  ((x)0)

例7 求 x
x x

)11(lim 




令tx则x 时 t 于是

x
x x

)11(lim 


t
t t




 )11(lim

t
tt )11(

1lim



 e

1 

或    )11(lim


 x
x x

1])11(lim[ 
 


x

x
x

)1()11(lim 
 

 x
x x

1e 
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例8 .)21(lim
3

0
x

x
x


求

x
x

x
3

0
)21(lim 



6

2
1

0
)]2(1[lim





 







 x

x
x

.6 e

解

e
x

x
x




)11(lim  ex x  )(
1

)](1lim[  ((x)0)

配 e 法 则有设 ,)(lim,0)(lim  xvxu

.])1lim[()1lim( lim
1

uvuvuv euu 
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例9 .
1
2lim
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
求
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
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x x
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
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


 1
2lim

)
1

3limexp(



 x

x
x

xex )exp(

解

.3e

e
x

x
x




)11(lim  ex x  )(
1

)](1lim[  ((x)0)

配 e 法 则有设 ,)(lim,0)(lim  xvxu

.])1lim[()1lim( lim
1

uvuvuv euu 



上页 下页 铃结束返回首页20

例7 .
14
12lim

1
1

1
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
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
 x

x x
x

求
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1 14
221lim
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

 
























x

x
x

x x
x1

1

1 14
12lim













 x

x x
x解



 1

14
12

x
x

14
22



x

x

)]
14

2(limexp[
1 


 xx
).

3
2exp(

e
x

x
x




)11(lim  ex x  )(
1

)](1lim[  ((x)0)

配 e 法 则有设 ,)(lim,0)(lim  xvxu

.])1lim[()1lim( lim
1

uvuvuv euu 
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作 业
习题P63):

1.   (1) (2) (4) (5) 

2. (1) (2) (3) (5)
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如果数列{xn }、{yn}及{zn}满足下列条件
(1)ynxnzn(n1 2 3   )

•准则I

    (2)
n

lim yna 
n

lim zna 

由条件(2)  0 N0 当nN时 有

这就证明了
n

lim xna 

|yna|及|zna| 
即有 ayna  azna 
由条件(1)有 aynxnzna 
即 |xna| 

简要证明

那么数列{xn }的极限存在 且
n

lim xna   
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按牛顿二项公式有
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)
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1
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1
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!
1   











n
n

nnn

)
1

1(    )
1

21)(
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11(
)!1(

1












n

n
nnn



比较xn xn1的展开式可得 xnxn1

    数列 n
n n

x )11(  单调性的证明 
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按牛顿二项公式有
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!1
1 2 







3
2

13

2
11
2
11

1 1 





n
n 

    数列 n
n n

x )11(  有界性证明 


