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§1.9 无穷小的比较

观察与比较

观察两个无穷小比值的极限

两个无穷小比值的极限的各种不同情况 反映了不
同的无穷小趋于零的“快慢”程度

在x0的过程中 x2比3x趋于零的速度快些 反过来
3x比x2趋于零的速度慢些 而sin x与x趋于零的速度相仿

0
3

lim
2

0


 x
x

x
 

 20

3lim
x
x

x
 1sinlim

0


 x
x

x




上页 下页 铃结束返回首页2

无穷小的阶

设及为同一个自变量的变化过程中的无穷小

    如果 0lim 

  就说是比高阶的无穷小 记为o() 

    如果 

lim  就说是比低阶的无穷小  

    如果 0lim c

  就说与是同阶无穷小 

    如果 0lim ck
  k>0 就说是关于的 k 阶无穷小  

    如果 1lim 

  就说与是等价无穷小 记为~
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阶的比较举例

所以当x0时 3x2是比x高阶的无穷小 即3x2o(x)(x0)

所以当x3时 x29与x3是同阶无穷小
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所以当x0时 1cos x 是关于x 的二阶无穷小
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例4 证明：当 0x 时， xx 3tan4 x为 的四阶无穷小.

解 4
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故当 0x 时， xx 3tan4 x为 的四阶无穷小.

例5 当 0x 时，求 xx sintan  关于 x 的阶数.

解
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当 0x 时， xx sintan  x为 的三阶无穷小.
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例6

证明

.
2
1~11,0: xxx  时当证明
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.
2
1~11,0 xxx  时因此，当

等价无穷小
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例7

证明

.~1)1(,0: nxxx n  时当证明
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))(( 1221   nnnnnn babbaababa 
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注:  

).0(~1)1(  xxx 

可以证明, 对任意非零数 有

例7

证明

.~1)1(,0: nxxx n  时当证明

nx
x n

x

1)1(lim
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.~1)1(,0 nxxx n  时因此，当

因为
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常用等价无穷小

根据等价无穷小的定义, 可以证明, 当 0x 时,

有下列常用等价无穷小关系:

xx ~sin xx ~tan
xx ~arcsin xx ~arctan 2

2
1~cos1 xx

xx ~)1ln(  xx  ~1)1(  )( R
xe x ~1 axa x ln~1 )0( a

注: 当 0x 时, x 为无穷小, 在常用等价无穷小

中, 用任意一个无穷小 )(x 代替 ,x 等价关系依

然成立.
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•定理1

 与是等价无穷小的充分必要条件为
o()

关于等价无穷小的定理

必要性:证明

lim 



所以–o()

因为设~ 只需证–o()

)1lim( 

 01lim 






充分性:  设o() 则

lim

 )(lim 



 o ])(1lim[ 


o 1  

因此~
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所以当x0时 有
sin xxo(x)
tan xxo(x)

1cos x  )(
2
1 22 xox  

因为当 x0 时 sin x~x tan x~x 1cos x~ 2
2
1 x 例8

•定理1

 与是等价无穷小的充分必要条件为
o()

关于等价无穷小的定理
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•定理1

 与是等价无穷小的充分必要条件为
o()

关于等价无穷小的定理

    设~  ~  且



lim 存在 则 








 limlim 

•定理2  
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 
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
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 
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求两个无穷小比值的极限时 分子及分母都可用等
价无穷小来代替 因此 如果用来代替的无穷小选取得
适当 则可使计算简化

定理2的意义:

•定理1

 与是等价无穷小的充分必要条件为
o()

关于等价无穷小的定理

    设~  ~  且



lim 存在 则 








 limlim 

•定理2  
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3
sinlim 30  xx

x
x

解 当x0时 tan 2x~2x sin 5x~5x 所以

解 当x0时sin x~x 无穷小x33x与它本身显然是等
价的 所以

若~ ~ 且



lim 存在 则 








 limlim 

例9 求
x
x

x 5sin
2tanlim

0


x
x

x 5sin
2tanlim

0

例10求
xx

x
x 3

sinlim 30 


5
2lim

0
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 x
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x 5
2 

3
lim 30 


 xx

x
x 3

1lim 20 


 xx 3
1 
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例 11 求 .1cos
1)1(lim

312

0 


 x
x

x

解

,3
1~1)1( 2312 xx  ,2

1~1cos 2xx 

当 0x 时，

故
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例12

解

.
1sin1

sintanlim
20 


 xx

xx
x

计算极限

xx

xx
x

sin
2
1

)cos1(tanlim
20





.1

1sin1
sintanlim

20 


 xx

xx
x

xx

xx

x





 2

2

0

2
1

2lim

0 ,x 当 时 有

21sin ~ , tan ~ ,1 cos ~ ,
2

(1 ) 1 ~ ( 0).

x x x x x x

x x  



  

注:
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错解

xx

xx
x

sin
2
1lim

20






.0

1sin1
sintanlim

20 


 xx

xx
x

注:计算极限时,无穷小在乘除运算中可以作等价无

穷小代换 但在加减运算中不可.

例12 .
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例 13 .3sin
1cos5tanlim

0 x
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x



求

解  ),(55tan xoxx 
),(33sin xoxx 

),(2cos1 2
2

xoxx 

 原式
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作 业
习题P67):

5. (1)(2)(3)(6)   


