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§3.2 洛必达法则

还有其它类型的未定式 0、、00、1、0

•未定式

在函数商的极限中, 如果分子和分母同是无穷小或
同是无穷大 那么极限可能存在 也可能不存在 这种极

.
0
0




或限称为未定式, 记为
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•未定式举例

下列极限都是未定式

(0型)

(00型) (1型)

(0型)

x
x

x

sinlim
0 nx x

xlnlim


(n0)

xxn
x

lnlim
0

(n0)

(型))tan(seclim
2

xx
x




x
x

x
0

lim


x
x x

)11(lim 


2
1

22 )(lim x
x

ax 


(    型)
0
0 (    型)




0ln

极限为无穷大

三角函数在无定义处
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如果函数f(x)和g(x)满足如下条件
(1) f(x)和g(x)都是当xa时的无穷小(或无穷大)
(2) f(x)和g(x)在点a的某去心邻域内都可导且g(x)0

说明：

把定理中的“ xa ”换成“ x ”  把条件(2)换成
“当|x|>X时f(x)和g(x)都可导且g(x)0”结论仍然成立

定理[洛必达(L’Hospital)法则]

),(
)(
)(lim)3( 或为无穷大存在

xg
xf

ax 




.
)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax 





那么
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证明 定义辅助函数

,
,0
),(

)(1








ax
axxf

xf ,
,0
),(

)(1








ax
axxg

xg

,),(0 xaU 内任取一点在  ,为端点的区间上与在以 xa

,)(),( 11 件满足柯西中值定理的条xgxf 则有

)()(
)()(

11

11

agxg
afxf


 ,

)(
)(

1

1




g
f



 )( 之间某一值与是 ax

,, aax  时当

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a a

f x f
g x g


 


 



)(
)(

xg
xf

即 ,
)(
)(




g
f





( )lim .
( )x a

f x
g x





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例1

解

.
4sin
3sinlim

x
x

x 
求

)4(sin
)3(sinlim




 x

x
x 

原式
x
x

x 4cos4
3cos3lim




例2

解

.
1

23lim 23

3

1 


 xxx
xx

x
求

123
33lim 2

2

1 



 xx

x
x

原式
26

6lim
1 


 x

x
x

.
2
3



)
0
0(

)
0
0(

)(
)(lim

)(
)(lim:

0
0

xg
xf

xg
xf

axax 







型洛必达法则型或

.
4
3


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例3

解

.
12
1lnlim 21 


 xx

xx
x

求

22

11

lim
1 




 x
x

x
原式

例4

解

.
cos1
1lim

0 x
xex

x 



求

x
ex

x sin
1lim

0





原式

x
ex

x cos
lim

0
 .1

)
0
0(

)
0
0(

.
2
1


2

1

lim
2

1

x
x






)(
)(lim

)(
)(lim:

0
0

xg
xf

xg
xf

axax 







型洛必达法则型或
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解

解

例5 求 30

sinlim
x

xx
x




 

30

sinlim
x

xx
x




例6 求

x

x

x 1

arctan
2lim







x

x

x 1

arctan
2lim






20 3
cos1lim
x

x
x


 6

1 

2

2

1
1

1
lim

x

x
x 





 1

lim 2

2




 x
x

x
1 

)
0
0(

)
0
0(

)(
)(lim

)(
)(lim:

0
0

xg
xf

xg
xf

axax 







型洛必达法则型或
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解

解

例7 求 nx x
xlnlim


(n>0)

nx x
xlnlim



例8 求 x

n

x e
x


lim (n 为正整数 >0)

x

n

x e
x


lim

!lim
 xnx e

n


1

1
lim


 nx nx

x 1lim
 nx nx

0 

x

n

x e
nx


1

lim



 x

n

x e
xnn
2

2)1(lim




     

0 

)(



)(



)(
)(lim

)(
)(lim:

0
0

xg
xf

xg
xf

axax 







型洛必达法则型或
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例9

解1

.
3tan

tanlim
2

x
x

x 


求

x
x

x 3sec3
seclim 2

2

2



原式

x
x

x
2

2

2
cos

3coslim
3
1






xx
xx

x sincos2
3sin3cos6lim

3
1

2





 x

x
x 2sin

6sinlim
2





x
x

x 2cos2
6cos6lim

2



 .3

)(



x
x

x cot
3cotlim

2



原式

x
x

x
2

2

2
csc

3csc3lim







.3解2

三角函数无穷大要变

)(
)(lim

)(
)(lim:

0
0

xg
xf

xg
xf

axax 







型洛必达法则型或
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注意：洛必达法则是求未定式的一种有效方法,
但与其它求极限方法结合使用,效果更好.

例10

解

.
tan

tanlim 20 xx
xx

x




求

30

tanlim
x

xx
x





原式

2

2

0 3
tanlim

x
x

x


2

2

0 3
1seclim

x
x

x






.
3
1



)(
)(lim

)(
)(lim:

0
0

xg
xf

xg
xf

axax 







型洛必达法则型或
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解

例11 求 xxn
x

lnlim
0

(n>0)

xxn
x

lnlim
0 nx x

x


 lnlim
0 10

1
lim

 
 nx nx

x lim
0


 n

xn

x
.0

)0( 

)1(
1lim

0 



 x

x

x ex
xe

原式

例12 .
1

11lim
0












 xx ex
求

解 xx

x

x xee
e





 1

1lim
0

xx

x

x xee
e



 2

lim
0

.
2
1



)( 

.
0
0:0 型型或化为型极限计算型、





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











 












ln0
1ln
0ln0

1
0

0

0

取对数 .0 

.
0
0:10 00 型型或取对数化为型极限计算型、型、






1

lnlimlnlimlimln 
v

uuvuv 型型或




0
0
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例13

解

.lim tan

0

x

x
x


求 )0( 0

x

x

x

x
xx tan

0

tan

0
lnlimlimln

 
 xx

x
lntanlim

0


x
x

x cot
lnlim

0


x
x

x 20 csc

1

lim





x
x

x

2

0

sinlim


 ,0

.1lim 0tan

0



ex x

x

.
0
0:10 00 型型或取对数化为型极限计算型、型、






1

lnlimlnlimlimln 
v

uuvuv 型型或




0
0
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例14

解

.)(coslim 2
1

0
x

x
x


求

20

coslnlim
x

x
x



)1( 

2
1

0
)(coslimln x

x
x



x
x

x 2
tanlim

0





.

2
1



.)(coslim 2
11

0

2 


 ex x

x

.
0
0:10 00 型型或取对数化为型极限计算型、型、






1

lnlimlnlimlimln 
v

uuvuv 型型或




0
0
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例15

解

.)(cotlim ln
1

0

x

x
x


求 )( 0

x
xx

x

x

x ln
cotlnlim)(cotlimln

0

ln
1

0  


x

x
x

x 1

)csc(
cot

1

lim
2

0




 xx
x

x sincos
lim

0 





,1

.1 e原式

.
0
0:10 00 型型或取对数化为型极限计算型、型、






1

lnlimlnlimlimln 
v

uuvuv 型型或




0
0
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1.

解

.coslim
x

xx
x




求

1
sin1lim x

x





原式 ).sin1(lim x

x




极限不存在

洛必达法则失效.
.1

1
1lim

2

0








x

ex

x
原式

思考题: 以下解法对否?

.coslim 不存在
x

xx
x




注意：洛必达法则的使用条件．

2. .
arccos

1lim
0 x

ex

x




求

解
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1.

解 .1)cos1(lim 
 x

x
x

原式

.0

2

0
 原式

思考题: 以下解法对否?

2.

解

注意：洛必达法则的使用条件．

.coslim
x

xx
x




求

.
arccos

1lim
0 x

ex

x




求
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作 业
习题P137):

1.(2)(4)(5)(7)(10)(12)(15)(16)  
2.
4. 


