
上页 下页 铃结束返回首页1

一、主要内容框图

二、典型例题

第三章 微分中值定理与导数的应用

习题课
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导数的应用

一、主要内容框图
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例1  计算

二、典型例题
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解 方程两边对 x 求导得
03333 22  yyyxyx

令 得,0y ,2xy  代入原方程得
32 63  xx

解得驻点 )1(1  yx 和 ).9(3 33  yx

0)(222 22  yyyyyxyx

代入(2)得,0,1,1  yyx .01)1( y

0,9,3 33  yyx 代入(2)得, .01)3(3 y

1x所以 为极小值点, 3 3x 为极大值点.

(1)

由(1)得
(2)

例4  设方程 x3  3xy y3 3 确定 y 是 x 的隐函数, 
求 y y(x) 的驻点, 并判别它们是否为极值点.
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例5

解

从一块半径为 R 的圆形铁皮上, 剪下一块圆心
角为 的圆扇形, 用剪下的铁皮做一个圆锥形
漏斗, 设圆锥形漏斗的高为 h. 问 h 为多大时, 
漏斗的容积 V 最大? 此时圆心角 为多大?

设圆锥底圆半径为 r, 则有

,222 Rhr  ),(
33

1 322 hhRhrV 
 )0( Rh 

),3(
3

22 hR
dh
dV




令 ,0
dh
dV 得唯一驻点 ,

3
3

0 Rh 

此时漏斗的容积 V 最大.

所求圆心角
R

r02  .
3
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
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
R
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例6 设函数 在 内可导, 且
证明 在 内有界.  

证明 取点 ,),(0 bax  再取异于 0x 的点 ,),( bax 对

为端点的区间上用拉氏中值定理,得

))(()()( 00 xxfxfxf  

))(()()( 00 xxfxfxf  

00 )()( xxfxf  

)()( 0 abMxf  K (定数)

可见对任意 ,),( bax ,)( Kxf  即得所证 .
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例7  证明 在 上单调增加.

证明 )11ln()(ln
x

xxf 

]ln)1ln([ xxx 

令 ,ln)( ttF  在 [ x , x +1 ]上利用拉氏中值定理,

)10(1ln)1ln(  xxxx 


故当 x > 0 时, 从而 在 上单调增.

得
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  f x x x5 2( ) 5 1,

  f f(0) 1, (1) 5.

由零点定理,   x f x0 0(0,1), ( ) 0,使

x0 即为方程的一个正根.

例8  证明方程 x5 5x21 0 只有一个正根.

证明 设 则 f (x) 在[0, 1]上连续

且

   f x x x4( ) 5 10 0,当 x > 0 时, 
因此 f (x) 在 [0, ∞)单调增加, 从而至多有一个正零点.

所以方程 x5 5x21 0 只有一个正根 x0.
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例9  证明当 x > 1 时, 1arctan arctan .
1 4

xx
x


 



证明

).1(,)(  xCxf ,
4

)0( 
 fC而

)1( x

恒等式的证明

1( ) arctan arctan ,
1

xf x x
x


 



2 2
2

1 1 (1 ) (1 )( ) 11 (1 )1 ( )
1

x xf x xx x
x

      
 


,0

1arctan arctan .
1 4

xx
x


 


因此, 当 x > 1 时,

令



上页 下页 铃结束返回首页13

证明

利用函数的单调性证明不等式

,
2

1)(
2xxexf x 令

,0)0()(  fxf

时，当 0x ,0)(  xf

即得所证.

例10 证明: 当 x > 0 时, .
2

1
2xxe x 

,1)( xexf x 

,1)(  xexf

.0)0()(  fxf
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例11

).,0,0(,
2

ln)(lnln yxyxyxyxyyxx 




证明不等式

证明 ),0(ln)(  ttttf令

,1ln)(  ttf则 ,01)( 
t

tf

( ) ln [ , ] [ , ] .f t t t x y y x  在 或 是凹的

)
2

()]()([
2
1 yxfyfxf 

于是

,
2

ln
2

]lnln[
2
1 yxyxyyxx 

即

.
2

ln)(lnln yxyxyyxx 
即

利用函数的凹凸性证明不等式
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解

注:

设 ,1293)( 23  xxxxf

利用函数的单调区间和极值确定方程根的个数

,963)( 2  xxxf

得驻点 ,31 x .12 x

当 3x 时, ,0)(  xf

)( xf 在 ]3,(  上单调增加,

];15,(值域为

当 时, ,0)(  xf13  x
)( xf 在 ]1,3[ 上单调减少,

];15,17[值域为
当 1x 时, ,0)(  xf

在)( xf ),1[  上单调增加,
).,17[ 值域为

可知 .1517  b

曲线 y=f(x) 与 y=g(x) 有 n 个交点, 也就是方程
f(x)=g(x) 有 n 个根.

例12  若曲线 y x3x 4x 12 与直线 y 5x b
有三个不同的交点, 求 b 值的范围.



上页 下页 铃结束返回首页16

例13

分析 ),(xF寻找 ,0)()(2  xfxxf使

化为 .0)(  xF
猜测 ).()()( xfxuxF 

,0)(  fufuxF

,)()(ln 2  xu ,ln 2xu  ,
2xeu 

).()(
2

xfexF x

,2x
u
u



,0


ff
u
u

,)(,)( 的两个零点之间试证在可导若 xfxf
一定 .0)()(2 的零点有  xfxxf

用罗尔定理证明方程 F (x) =0 在(a, b)内存在根
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例13

证明 令

设 ,0)(,0)( 21  xfxf ,21 xx 

由罗尔定理,  ),,( 21 xx 使得

)()(2)(
22

  fefeF  0)]()(2[
2

  ffe

,0
2

e 因此必定有
.0)()(2   ff

则 ,0)()( 21  xFxF

).()(
2

xfexF x

,)(,)( 的两个零点之间试证在可导若 xfxf
一定 .0)()(2 的零点有  xfxxf

用罗尔定理证明方程 F (x) =0 在(a, b)内存在根
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例14  设 f(x)二阶可导, 过曲线 y=f(x)上点 A的切线与
曲线 y=f(x)有另一交点 B, 证明存在 , 使 ( ) 0.f  

证明 设点 A, B 的坐标分别为 (a, f(a)), (b, f(b)),
由题设, 过曲线 y=f(x) 上点 A 的切线斜率为

( ) ( )( ) .f b f af a
b a
 


不妨设 a<b, 

( ) ( )( ) ( ).f b f af f a
b a

   


因 f(x) 二阶可导, 
由拉格朗日中值定理, 在 (a, b) 
内存在一点 , 使

再由罗尔定理, 在 (a, ) 内存在一点 , 使 ( ) 0.f  

O x

y

A

B

a b

)(xfy 

O x

y

A

B

a b

)(xfy 
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分析: 所给条件可写为 1)3(,1
3

)2()1()0(


 ffff

设函数 f (x) 在[0, 3] 上连续, 在(0, 3) 内可导, 且
,1)3(,3)2()1()0(  ffff

使,)3,0( .0)(  f试证必存在

想到找一点 c , 使

证明 因 f (x) 在[0, 3]上连续, 所以在[0, 2]上连续, 且在
[0, 2]上有最大值 M 与最小值 m, 故

Mfffm  )2(),1(),0(

Mfffm  )]2()1()0([
3
1

由介值定理, 至少存在一点 使,]2,0[c

例15

)]2()1()0([
3
1)( fffcf 
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)]2()1()0([
3
1)( fffcf  1

,1)3()(  fcf ,)3,(,]3,[)( 内可导在上连续在且 ccxf
由罗尔定理知, 必存在 .0)(,)3,0()3,(   fc 使

例15 设函数 f (x) 在[0, 3] 上连续, 在(0, 3) 内可导, 且
,1)3(,3)2()1()0(  ffff

使,)3,0( .0)(  f试证必存在

[0, 2]上有最大值 M 与最小值 m, 故
Mfffm  )2(),1(),0(

Mfffm  )]2()1()0([
3
1

由介值定理, 至少存在一点 使,]2,0[c

证明 因 f (x) 在[0, 3]上连续, 所以在[0, 2]上连续, 且在
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P180 4. 5.  7.  10.  11.(2)

作业


