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§4.1 不定积分的概念与性质

一、原函数与不定积分的概念

二、基本积分表

三、不定积分的性质
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一、原函数与不定积分的概念

原函数

在区间 I 内如果 F (x)f(x)那么称 F(x)为 f(x)
在区间 I 内的原函数

例1 )12arcsin(,arcsin2,10  xxx 验证时当

.1
2
的原函数都是

xx 

验证 )arcsin2( x
xx 2

1

)(1

2
2



,1

2xx 


 ])12[arcsin( x 2
)12(1

1
2


 x
.1

2xx 




上页 下页 铃结束返回首页3

一、原函数与不定积分的概念

原函数

在区间 I 内如果 F (x)f(x)那么称 F(x)为 f(x)
在区间 I 内的原函数

问题：(1) 原函数是否唯一？

(2) 若不唯一它们之间有什么联系？

例1 )12arcsin(,arcsin2,10  xxx 验证时当

.1
2
的原函数都是

xx 
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问题：(1) 原函数是否唯一？

(2) 若不唯一它们之间有什么联系？

定理

设F(x)是f(x)的一个原函数, 则G(x)是f(x)的原函数,
当且仅当 .)()( CxFxG 

  )()()()( xFxGxFxG  ,0)()(  xfxf

.)()( CxFxG  （ C为任意常数）

证明

必要性:

充分性显然.
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不定积分

设F(x)是f(x)的任一原函数, 则f(x)的全部原函数的一
般表达式 F(x)C 称为 f(x)的不定积分. 记作

  CxFdxxf )()( 

不定积分中各部分的名称：

 ------ 积分号

f(x) ------ 被积函数
f(x)dx ------ 被积表达式

 x ------ 积分变量
 C ------ 积分常数.
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1. 被积函数是原函数的导数, 被积表达式是
原函数的微分.

2. 不定积分表示那些导数等于被积函数的所
或说其微分等于被积表达式的所

有函数.
有函数.

因此绝不能漏写积分常数C.

3. 求已知函数的原函数或不定积分的运算称
为积分运算, 它是微分运算的逆运算.

如果F(x)是f(x)的一个原函数则  CxFdxxf )()( 
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例2 求 .d5 xx

解  xx d5

解

例3 .d
1

1
2 

x
x

求

  

Cx


6

6

21
1
x

 


 x
x

d
1

1
2

xarctan

Cx arctan

  5x
6

6x

如果F(x)是f(x)的一个原函数则  CxFdxxf )()( 
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当 x>0 时(ln x) x
1 

求函数 x
xf 1)(  的不定积分例4

合并上面两式得到

解

Cxdx
x

 ln 1 (x>0)

    当 x<0 时[ln(x)] xx
1)1(1 


 

Cxdx
x

 )ln( 1 (x<0) 

Cxdx
x

 ||ln 1 (x0)

如果F(x)是f(x)的一个原函数则  CxFdxxf )()( 
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解 )(xf )
ln

( 
 xx

x

2)ln(

)11()ln(

xx
x

xxx






.
)ln(

ln1
2xx

x





如果F(x)是f(x)的一个原函数则  CxFdxxf )()( 

例5 设  


 ,
ln

)( C
xx

xdxxf ).(xf求
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.,0 求路程函数已知物体运动速度 vatv 

v

  tvats d)( 0

.为任意常数其中C

,0时若 t
路程函数为

.
2
1

0
2 tvats 

解

例6

所以,0vat 

tvat 0
2

2
1


dt
ds

,0C则,0s

C

如果F(x)是f(x)的一个原函数则  CxFdxxf )()( 
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例7 设曲线通过点(1, 2)，且其上任一点处的切线
斜率等于这点横坐标的两倍，求此曲线方程.

解 设曲线方程为 ),(xfy 

根据题意知 ,2x
dx
dy



即 )(xf 是 x2 的一个原函数. 

,2 2  Cxxdx ,)( 2 Cxxf 

由曲线通过点(1, 2) ,1 C

所求曲线方程为 .12  xy

如果F(x)是f(x)的一个原函数则  CxFdxxf )()( 
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•积分曲线

函数f(x)的原函数的图形称为f(x)的积分曲线

2x的积分曲线

显然,求不定积分得到一积分曲线族.

哪些函数有原函数?
又如何求其原函数?

原函数是否必为连续函数?

原函数存在定理

连续函数一定有原函数.
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实例   x

Cx






1

1





启示 能否根据求导公式得出积分公式?

结论

)1( 

要判断一个不定积分公式是否正确, 只要
将右端的函数求导, 看是否等于被积函数.

 xx d

求导公式

1

1







x

积分公式.
积分运算和微分运算是互逆的，

二、基本积分表
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(1) kdx
(2) dxx 

(3) dx
x
1

(4) dxex
(5) dxax
(6) xdxcos

(7) xdxsin

(8) xdxsec2

(9) xdxcsc2

(10) dx
x1

1
2

(11) dx
x 1

1
2

(12) xdxx tansec

(14) dxx  sh 

(15) dxx  ch 

Ckx (k 是常数)

Cx 


 1
1

1 


 

Cx  ||ln   

Cex   

C
a

ax


ln   

Cx sin   

Cx cos  

Cx tan 

Cx cot  

Cxarctan 

Cxarcsin   

Cx sec   

Cx ch   

Cx sh   

二、基本积分表

(13) csc cotx x dx csc ,x C  
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例8 求积分 .2 dxxx
解 dxxx 2 dxx 2

5

Cx







1
2
5

1
2
5

.
7
2 2

7

Cx 

Cxdxx 





 1

1






 dx
x

1
.2 Cx 

 dx
x2

1 .1 C
x

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三、不定积分的性质

性质1 

  ),()( xfdxxf
dx
d

 .)(])([ dxxfdxxfd 
结论:如果不计任意常数, 则微分运算与求不定积分的
运算是互逆的

,)()(  CxFdxxF ,)()(  CxFxdF

这是因为, 
 f(x)g(x)

  dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ 

])()([  dxxgdxxf ])([])([   dxxgdxxf

性质2 

性质3   dxxfkdxxkf )()( (k 是常数 k 0)

性质2,3称为线性性质.思考: k = 0,等式是否成立?
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例9 求积分

解

.)
1

2
1

3(
22 dx

xx





dx
xx

)
1

2
1

3(
22






dx
x

dx
x 







22 1
12

1
13

xarctan3 xarcsin2 C

可求出一些简单函数的不定积分.

利用不定积分的性质和基本积分公式,

直接积分法
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dx
x

x  2

4

1
例10 

 
 dx

x
x 2

2 )
1

11(

Cxxx  arctan
3
1 3 

例11  dxx2tan

tan xxC

dx
x

x 
 2

4

1
11

dx
x

xx
 

 2

22

1
1)1)(1(

  
 dx

x
dxdxx 2

2
1

1

  dxx2 )1(sec

  dxxdx2sec

分
项
积
分
法
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 dxx  
2

sin 2例12

Cxx  )sin(
2
1 

  dxx
2
cos1

  dxx)cos1(
2
1

..




 dx
xx
xx

22

22

sincos
cossin

  dx
x

dx
x 22 sin

1
cos

1

.cottan Cxx 

例13  dx
xx 22 sincos

1

分
项
积
分
法
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







 0,

0,||

xe
xe

e x

x
x

思考题 xe x d||求

解

所以上连续由于这个分段函数在 ,),( 

.原函数存在

 xe x d||








 0,
0,

2

1

xCe
xCe

x

x

而原函数在x = 0处连续, 于是有

 21 C 12 2 CC 

故








 0,2

0,
d

1

1||

xCe
xCe

xe x

x
x

11 C
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作 业
习题P190):

1. (5)   (13) (15) (20) (21) 
(22) (23) (24) (25) (26)  

2.
3.


