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§4. 2  换元积分法

一、第一类换元法

二、第二类换元法
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二、第二类换元法

定理2

设x(t)是单调的、可导的函数并且(t)0
又设f [(t)](t)具有原函数F(t)则有换元公式

其中t(x)是x(t)的反函数

这是因为由复合函数和反函数求导法则

})]([{ 1 xF  )(
dx
dttF 1)()]([

dt
dxttf   )()]([ xftf   

  dtttfdxxf )()]([)( 

.)]([)( 1 CxFCtF  
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三角代换

•去根式 22 xa 
作代换 ,sin tax  ,arcsin

a
xt 

.cos22 taxa 

•去根式 22 ax 
作代换 ,sec tax  ,arccos

x
at 

.tan22 taax 

•去根式 22 xa 
作代换 ,tan tax  ,arctan

a
xt 

.sec22 taxa 
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例1 求 )0(d22  axxa

解 令 tax sin ttax dcosd  







2
,

2
t

xxa d22 

tta dcos22
  taa 222 sin

tta d
2

2cos12 




Ctta
 )2sin

2
1(

2

2
辅助三角形

tta dcos


a
xa arcsin

2

2

Cttta
 )cossin(

2

2

Cxax
 22

2
回
代
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例2 求

解

)0(d1
22




 ax
ax

令 tax tan ttax dsecd 2




 x
ax

d1
22  ta sec

1

 ttdsec 1|tansec|ln Ctt 









2
,

2
t

aCaxx ln||ln 1
22 

Caxx  ||ln 22

tta dsec2

回
代

ln 1C
a

ax 22 
a
x



辅助三角形
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22
||ln C

a
ax

a
x 

例3 求   22 ax
dx (a>0)

解当x>a 时

ax
dx


  
22

(C1Clna)1
22 ||ln Caxx 

tax sec令 dt
ta

tta tan
tansec tdttsec Cttt  |tansec|ln

回
代

辅助三角形
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当x<a时

ax
dx


  
22

22 ||ln Caxx  (C1C2lna)

Caxx
ax

dx 


 ||ln 22
22

综合起来有

ux 令 Cauu  ||ln 22

au
du


 22

1
22 ||ln Caxx 

22
||ln C

a
ax

a
x 

例3 求   22 ax
dx (a>0)

解当x>a 时

ax
dx


  
22

(C1Clna)1
22 ||ln Caxx 

tax sec令 dt
ta

tta tan
tansec tdttsec Cttt  |tansec|ln
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例4 x
xx

d
)1(

1
3 

求

令 ,6tx  ttx d6d 5

x
xx

d
)1(

1
3   

 t
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t d
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6
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5

 
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t
t d

1
6

2

2
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
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t
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1

116 2
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 








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t
d

1
116 2 Ctt  ]arctan[6

Cxx  ]arctan[6 66

解

根式代换(去根式)
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例5 求

解
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根式代换(去根式)
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例6 x
xx

d
)2(

1
7 

求

令 ,1
t

x  t
t

x d1d 2

x
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
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
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t d
21 7
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14
1 7

Cxx  ||ln
2
1|2|ln

14
1 7

 

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7
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1

t
t

可作倒代换 .1
t

x 

注 一些情况下(如被积函数是分式, 分母的方幂
较高时),

>>>

解
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例7 求

解
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可作倒代换 .1
t

x 

注 一些情况下(如被积函数是分式, 分母的方幂
较高时),
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补充积分公式(P203) 

Cxxdx  |cos|lntan 

Cxxdx  |sin|lncot 

Cxxxdx  |tansec|lnsec 

Cxxxdx  |cotcsc|lncsc  

C
a
x

a
dx

xa


 arctan11
22 

C
ax
ax

a
dx

ax





 ||ln
2
11

22 

C
a
xdx
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


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22


Caxx
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dx 


 )ln( 22
22

 

Caxx
ax

dx 


 ||ln 22
22

 
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
 94

d
2x
x





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d
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x

解
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2
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
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d
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
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2
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x
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例8 求
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




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解 
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d
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d
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例9 求
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Cxxx  )1arcsin(2 2

练习
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作 业
习题P204):

2. (34) (35) (36) (37) (38) (39) (40)  
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1
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
 222

d
axx

x
求


1

d
22 xx
x

求

x
x

xa d2
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


求

三角代换

练习1

练习2

练习3

2 2

arcsina x x C
x a


   

2 1x C
x


  

2 2

2

x a C
a x


 
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三角代换

•去根式 22 xa 
作代换 ,sin tax  ,arcsin

a
xt 

.cos22 taxa 

•去根式 22 ax 
作代换 ,sec tax  ,arccos

x
at 

.tan22 taax 

•去根式 22 xa 
作代换 ,tan tax  ,arctan

a
xt 

.sec22 taxa 


