
上页 下页 铃结束返回首页1

一、无穷限的反常积分

二、无界函数的反常积分

§5.4 反常积分

三、函数
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无穷限的反常积分的定义

在反常积分的定义式中如果极限是存在的则称此反常
积分收敛否则称此反常积分发散

连续函数f(x)在区间[a )上的反常积分定义为

类似地连续函数f(x)在区间( b]上和在区间( )
的反常积分定义为
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一、无穷限的反常积分
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一、无穷限的反常积分

无穷限的反常积分的定义

连续函数f(x)在区间[a )上的反常积分定义为

•反常积分的计算

如果F(x)是f(x)的原函数则有
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可采用如下简记形式：
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一、无穷限的反常积分

无穷限的反常积分的定义

连续函数f(x)在区间[a )上的反常积分定义为

•反常积分的计算

如果F(x)是f(x)的原函数则有
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类似地有
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例1

)()(lim)]([)( aFxFxFdxxf
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解
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提示：

计算反常积分 dtte pt
0 (p 是常数 且 p>0)  例2
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例3
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解

讨论反常积分 dx
x pa
1

 (a>0)的敛散性  例4

当 p1 时 

 11
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dxxdx
x

    当 p<1 时

 1
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x

    当 p>1 时

当p1时此反常积分发散
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    因此 当 p>1 时 此反常积分收敛 其值为 1
1
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例5

解

计算反常积分 2 .
b xxe dx
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解

 计算反常积分 dx
x21
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注：

如果函数f(x)在点x0的任一邻域内都无界 那么点x0称为
函数f(x)的瑕点(也称为无界间断点)

无界函数的反常积分又称为瑕积分

无界函数反常积分的定义

设函数f(x)在区间(a b]上连续 点a为f(x)的瑕点 函数f(x)
在(a b]上的反常积分定义为

 


b

tat

b

a
dxxfdxxf )(lim)( 

在反常积分的定义式中如果极限是存在的则称此反常
积分收敛否则称此反常积分发散

二、无界函数的反常积分
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函数f(x)在[a c)(c b]上(c为瑕点)的反常积分定义为

二、无界函数的反常积分

类似地函数f(x)在[a b)上(b为瑕点)的反常积分定义为

dxxfdxxf t
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无界函数反常积分的定义

设函数f(x)在区间(a b]上连续 点a为f(x)的瑕点 函数f(x)
在(a b]上的反常积分定义为

 


b

tat
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a
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二、无界函数的反常积分

无界函数反常积分的定义

设函数f(x)在区间(a b]上连续 点a为f(x)的瑕点 函数f(x)
在(a b]上的反常积分定义为

•反常积分的计算

如果F(x)为f(x)的原函数
b

tat

b

a
dxxfdxxf )(lim)(


 

)(lim)( tFbF
at 



)(lim)()]([)( xFbFxFdxxf
ax

b
a

b

a 
 可采用简记形式

b
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xF )]([lim




)(lim)( xFbF
ax 
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则f(x)在(a b]上的反常积分为
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a
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)(lim)()]([)( xFbFxFdxxf
ax

b
a

b

a 
 

二、无界函数的反常积分

无界函数反常积分的定义

设函数f(x)在区间(a b]上连续 点a为f(x)的瑕点 函数f(x)
在(a b]上的反常积分定义为

•反常积分的计算

如果F(x)为f(x)的原函数 则f(x)在(a b]上的反常积分为

提问：

f(x)在[a b)上和在[a c)(c b]上的反常积分如何计算？
如何判断反常积分的敛散性？

 


b

tat

b

a
dxxfdxxf )(lim)( 
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因为 
 22

1lim
xaax



所以点a为被积函数的瑕点

解

计算反常积分 dx
xa

a

220
1


 例7

a dx
xa0 22

1




0arcsinlim 
 a

x
ax

a
a
x  

0 ][arcsin

2
 

当 a 为瑕点时 )(lim)()]([)( xFbFxFdxxf
ax

b
a

b

a 
 

当 b 为瑕点时 )()(lim)]([)( aFxFxFdxxf
bx

b
a

b

a


 
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点x=0为被积函数的瑕点解

当 a 为瑕点时 )(lim)()]([)( xFbFxFdxxf
ax

b
a

b

a 
 

当 b 为瑕点时 )()(lim)]([)( aFxFxFdxxf
bx

b
a

b

a


 

例8 计算反常积分
1

0
.

( 1)
dx

x x 

1

0 ( 1)
dx

x x 
1

0
2

1
d x
x




1
0[2arctan ]x

2arctan1 2arctan 0  .
2



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点x=0, x=1为被积函数的瑕点解

当 a 为瑕点时 )(lim)()]([)( xFbFxFdxxf
ax

b
a

b

a 
 

当 b 为瑕点时 )()(lim)]([)( aFxFxFdxxf
bx

b
a

b

a


 

例9 计算反常积分 1

20
.dx

x x


1

20

dx
x x


1

0
2

1
d x

x



1
0[2arcsin ]x

2arcsin1 2arcsin 0  .

1

0 1
dx

x x



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    由于


10

1 2 dx
x

解

例10 讨论反常积分 
1

1 2
1 dx
x

的收敛性  

在区间[1 1]上 x0 为函数 2
1
x

的瑕点  

即反常积分 
0

1 2
1 dx
x

发散

所以反常积分 
1

1 2
1 dx
x

发散  

当c (acb)为瑕点时

)](lim)([)]()(lim[)()()( xFbFaFxFdxxfdxxfdxxf
cxcx

b

c

c

a

b

a  
   

 ]
1[ 0 

1x 


1)1(lim
0 xx

1  

1 1
121

1[ ] 2dx
x x 

   注
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• 函数

三、函数

1

0
( ) ( 0)x ss e x dx s

    
( 1) ( ) ( 0).s s s s    

2 2 1

0
( ) 2 .u ss e u du

    





(1) 1,  ( 1) !n n  

2

0 2
ue du    (见下册 90 页)  

1( )
2

 
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作 业
习题P256):

1.(3) (6) (8) (10) 
3.   


