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第五节复合函数微分法与隐函
数微分法

一 链式法则
二 全微分形式不变性
三 隐函数微分法
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1 复合函数的中间变量为一元函数的情形

定理 1 如果函数 及 都在点 可

导，函数 在对应点 具有连续偏导

数，则复合函数 在对应点 可

导，且其导数可用下列公式计算：
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证 获得增量设 t t
则 ),()( tttu   )()( tttv  

一、链式法则
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由于函数 在点 有连续偏导数),( vufz  ),( vu

当 时，0,0  vu 0,0 21  

当 时， 0,0  vu0t
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上定理的结论可推广到中间变量多于两个的情况.

如
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以上公式中的导数 称为全导数.
dt
dz
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)].,(),,([ yxyxfz 

2 复合函数的中间变量为多元函数的情形

定理2
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如果 及 都在点

具有对 和 的偏导数且函数 在对应

点 具有连续偏导数，则复合函数

在对应点 的两个偏

导数存在，且可用下列公式计算
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链式法则如图示
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类似地再推广，设 、 、

都在点 具有对 和 的偏导数，复合

函数 在对应点

两个偏导数存在，且可用下列公式计算
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],),,([ yxyxfz 把复合函数

中的y看作不变而对x的偏导数

把 ),,( yxufz 

中的u及 y看作不

变而对x的偏导数

两者的区别

区
别
类
似

特殊地 ),( yxu 其中),,( yxufz 
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解
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例 1 设 ，而 ，
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例 2 设 tuvz sin ，而
teu  ， tv cos ，

求全导数
dt
dz .

解
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z
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解 令 ,zyxu  ;xyzv 

记 ,),(
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 ,),(2

12 vu
vuff




同理有 ,2f  ,11f  .22f 
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例 3 设 ， 具有二阶

连续偏导数，求 和 .
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二、全微分形式不变性

设函数 具有连续偏导数，则有全微分

;当

时，有 .

),( vufz 

dv
v
zdu

u
zdz





 ),,( yxu  ),,( yxv 

dy
y
zdx

x
zdz





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全微分形式不变形的实质：

无论 是自变量 的函数或中间变
量 的函数，它的全微分形式是一样的.

z ),( vu
),( vu
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解 ,0)2(  zxy ezed
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作业：P282 
1, 3, 4, 6(2),7
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定理1. 设函数

;0),( 00 yxF

则方程

单值连续函数 y = f (x) , 并有连续

y

x

F
F

x
y


d
d

(隐函数求导公式)

① 具有连续的偏导数;

的某邻域内可唯一确定一个

在点 的某一邻域内满足

0),( 00 yxFy

②

③

满足条件

导数

三 隐函数的微分方法
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两边对 x 求导

y

x

F
F

x
y


d
d

0yF在 的某邻域内

则
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若F( x , y ) 的二阶偏导数也都连续,
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二阶导数 :
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x
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
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x y
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d
d

则还有



广州大学数学与信息科学学院 202019/9/5

例1. 验证方程 在点(0,0)某邻域

可确定一个单值可导隐函数

0d
d,0d

d
2

2

 xx
y

xx
y

解: 令 ,1sin),(  yxeyyxF x

,0)0,0( F
,yeF x

x  连续 ,

由定理1 可知,
1)0,0( yF 0

①

导的隐函数

则

xyFy  cos
②

③

在 x = 0 的某邻域内方程存在单值可

且

并求
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0d
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F

y

x

               
 xy cos

yex 
0,0  yx
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xx
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)
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(
d
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x




2)cos(
                                                                 

xy 


3
1

0
0





y
y
x

)( yex  )(cos xy  )( yex  )1sin(  yy
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0


xy

30d
d

2

2
xx

y

)(,01sin xyyyxey x 

两边对 x 求导

两边再对 x 求导

yyyy  cos)(sin 2

令 x = 0 , 注意此时 1,0  yy

)0,0(cos xy
yex




导数的另一求法
— 利用隐函数求导
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定理2 .
若函数 ),,( zyxF

z

y

z

x
F
F

y
z

F
F

x
z 





 ,

的某邻域内具有连续偏导数 ,

则方程 在点

并有连续偏导数

定一个单值连续函数 z = f (x , y) , 满足

0),,( 000 zyxF
0),,( 000 zyxFz

①在点

满足:

②

③

某一邻域内可唯一确
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0)),(,,( yxfyxF

两边对 x 求偏导

xF

z

x
F
F

x
z





z

y

F
F

y
z 




同样可得

则

zF
x
z



0
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例2. 设 ,04222  zzyx
解法1   利用隐函数求导

0422 






x
z

x
zzx

z
x

x
z







2

2 04 2

2




x

z

2)(1
x
z





.2

2

x
z




求

再对 x 求导
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解法2  利用公式
设 zzyxzyxF 4),,( 222 
则 ,2xFx 

z

x
F
F

x
z







两边对 x 求偏导

)
2

(2

2

z
x

xx
z








3

22

)2(
)2(

z
xz






2


z
x

z
x



2

42  zFz
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z

x

F
F

x
z





                                    





x
z

例3. 设F( x , y)具有连续偏导数,

解法1   利用偏导数公式.

                                     





y
z

21

2
FyFx

Fz





21

1
FyFx

Fz





y
y
zx

x
zz ddd










zF 1
1 

1F )( 2z
x  2F )( 2z

y

zF 1
2 

确定的隐函数,

)dd( 21
21

yFxF
FyFx

z 




则

)()( 22 21 z
y

z
x FF 

已知方程

故
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对方程两边求微分:

1F

)dd(d 21
21

yFxF
FyFx

zz 




)dd( 2z
zxxz 

z
z

FyFx d2
21 

z
yFxF dd 21 



解法2   微分法.

)dd( 2z
zyyz 

)(d
z
x

 2F 0)(d 
z
y

1F  2F 0
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